Pocetni ¢ast - 21.12.2021

1. VySetfete extrémy funkcionalu

Fly) = / V2 + () + day

vzhledem k mnoziné viech funkei y € C*([0,1]), pro které plati y(0) = 0
ay(l) =e? — 3 (8 bodi).

ResSeni:

1
Plati F(y) = / f(x,y,9') pro funkci f(x,y,z) = 4y + y? + 2%. Mame
0

fylz,y,2) =4dx +2y, f.(z,y,2) =2z

Euler-Lagrangeova rovnice ma tedy tvar

dr + 2y — (2y') =0,
po upravé dostaneme linedrni rovnici s konstantnimi koeficienty 2. fadu

Yy —y =2z.

Obecné feSené rovnice je

y = Ae® + Be™® — 2z.
Okrajové podminky jsou y(0) = 0 a y(1) = €% — 3 a tedy dostavame jediny

stacionarni bod

y=e Tt —e T _ 9y,

Protoze fyy = 2, fy. = 0 a f.. = 2 a matice je pozitivné defi-

20
0 2
nitivni je F' konvexni funkcional a tedy plati, Zze y je vzhledem k zadané
mnoziné bodem globélniho minima F.



2. UvaZme fadu

o0 3
Z(_l)n&
— 1+ nix?

pro = € (0,00). Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni plati
(a
(b
(c
(d
(10 bodit).

) fada konverguje stejnomérné na (0, co),
) fada konverguje stejnomé&rné na (0, 1],
) fada konverguje stejnomérné na [1,00),
)

fada konverguje lokalné stejnomérné na (0, 0o).

7’),3.73

T 1+ ntg2
n? (1 — n%) (an + 1)
(n*z? + 1) .

Reseni: Polozme a,, () Potom

a, (r) =

Tedy a, nabyvéa globalniho maxima 4 v bodé # (rovné&z a, > 0 na

(0,00)).
Dale
1\ _n
a,n(p)—j—)()o, n — 0Q.
Protoze &> — 0, fada nekonverguje stejnomérné ani na (0, co) ani na (0, 1]
(neni splnéna nutné podminka) a (a), ani (b) neplati.

Volme « € (0,00) a pro = € [, 00) polozme

3
y
2 (Y) = ——, 0.
fe(y) Ttz Y >
Spocitame
3 —yta?
/ _ 2
1 1
Plati tedy, ze f. je klesajici na {f/‘%? oo) a tedy i na 3—\/%7 oo). A tedy
3%

an(x) > an+1(x)a T e [CV,OO), n >

B

Podle dfive spoc¢teného rovnéz plati pro n > ﬁ az € [a,00)

3

0 < an(z) < an(a) na

- :1+n4a2_>0

a tedy a, = 0 na [a,00), protoze (—1)" ma (stejné) omezené Castetné
soucty plati

> n3z
;(—l)nm =, na [a,0).

Tvrzeni (c) i (d) tedy plati.



3. Spoététe/ 3y°, kde
M

M:{(x,y)estogxygi%, 2x§y2§4z}.

(9 bodu).

Reseni: Budeme integrovat pres mnozinu
]\A/f:{(x,y)GR2:0<zy<3, 2z < y® < 4z},

plati Ay(M \ M) = 0. Pouzijeme substituci v = zy, v = y—;, (u,v) €
(0,3) x (2,4) =: U. Plati

Pro ¢(z,y) = (zy, & ) tedy existuje ¢! na U a plati

e ' (U) =M,

1 2 i

gon (1@ -3 ()’

1 1

s()° 3(%)°
e 1
\det J¢71| = 3v

Dale y® = u?v? a det J,-1 # 0 na U. Podle véty o substituci a Fubiniho
véty plati

1 5ot u31? w2
/ 3y® = / P — = / / u?v dv du = [] {} =9-(8-2) = 54.
M U 3v 0 2 3 0 2 2



4. Spoctéte kiivkovy integral 2. druhu

— 6% e%
1>< 2 *””49df+<a:+x+€0d%
2l

kde v(t) = (cost + 2,sint + 2), ¢t € [0, 7] (9 bodi).

Reseni:
Pro ) .
—YEezx ez
F(Z‘,y):< y2 +x+y7+x+€y>
T T
snadno ovéfime
oF, _ OF,
oy Oz

a integraci (nebo odhadem) zjistime F' = V f pro

.’ﬂz Y
fay) = +ay+et v,

Plati tedy

Yy Yy

[ (5 e (2 ersoam s 10
vy
= f(1,2) — £(3,2)

1 9
= <2+2+62+e2) - (2+6+eg+e2)

— 8+ —e5.




