
Po£etní £ást - 21.12.2021

1. Vy²et°ete extrémy funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

y2 + (y′)2 + 4xy

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, 1]), pro které platí y(0) = 0
a y(1) = e2 − 3 (8 bod·).

�e²ení:

Platí F (y) =

∫ 1

0

f(x, y, y′) pro funkci f(x, y, z) = 4xy + y2 + z2. Máme

fy(x, y, z) = 4x+ 2y, fz(x, y, z) = 2z.

Euler-Lagrangeova rovnice má tedy tvar

4x+ 2y − (2y′)′ = 0,

po úprav¥ dostaneme lineární rovnici s konstantními koe�cienty 2. °ádu

y′′ − y = 2x.

Obecné °e²ené rovnice je

y = Aex +Be−x − 2x.

Okrajové podmínky jsou y(0) = 0 a y(1) = e2−3 a tedy dostáváme jediný
stacionární bod

y = ex+1 − e−x+1 − 2x.

Protoºe fyy = 2, fyz = 0 a fzz = 2 a matice

(
2 0
0 2

)
je pozitivn¥ de�-

nitivní je F konvexní funkcionál a tedy plati, ºe y je vzhledem k zadané
mnoºin¥ bodem globálního minima F .
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2. Uvaºme °adu
∞∑
n=1

(−1)n n3x

1 + n4x2

pro x ∈ (0,∞). Rozhodn¥te, která z následujících tvrzení platí

(a) °ada konverguje stejnom¥rn¥ na (0,∞),

(b) °ada konverguje stejnom¥rn¥ na (0, 1],

(c) °ada konverguje stejnom¥rn¥ na [1,∞),

(d) °ada konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na (0,∞).

(10 bod·).

�e²ení: Poloºme an(x) =
n3x

1 + n4x2
. Potom

a′n(x) =
n3
(
1− n2x

) (
n2x+ 1

)
(n4x2 + 1)

2 .

Tedy an nabývá globálního maxima n
2 v bod¥ 1

n2 (rovn¥º an > 0 na
(0,∞)).

Dále
an
(

1
n2

)
= n

2 →∞, n→∞.
Protoºe 1

n2 → 0, °ada nekonverguje stejnom¥rn¥ ani na (0,∞) ani na (0, 1]
(není spln¥na nutná podmínka) a (a), ani (b) neplatí.

Volme α ∈ (0,∞) a pro x ∈ [α,∞) poloºme

fx(y) =
y3x

1 + y4x2
, y > 0.

Spo£ítáme

f ′x(y) = xy2
3− y4x2

(1 + y4x2)2
.

Platí tedy, ºe fx je klesající na

[
3

1
4√
x
,∞
)

a tedy i na

[
3

1
4√
α
,∞
)
. A tedy

an(x) ≥ an+1(x), x ∈ [α,∞), n >
3

1
4

√
α
.

Podle d°íve spo£teného rovn¥º platí pro n > 1√
α
a x ∈ [α,∞)

0 ≤ an(x) ≤ an(α) =
n3α

1 + n4α2
→ 0

a tedy an ⇒ 0 na [α,∞), protoºe (−1)n má (stejn¥) omezené £áste£né
sou£ty platí

∞∑
n=1

(−1)n n3x

1 + n4x2
⇒, na [α,∞).

Tvrzení (c) i (d) tedy platí.
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3. Spo£t¥te

∫
M

3y6, kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ xy ≤ 3, 2x ≤ y2 ≤ 4x

}
.

(9 bod·).

�e²ení: Budeme integrovat p°es mnoºinu

M̃ =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < xy < 3, 2x < y2 < 4x

}
,

platí λ2(M \ M̃) = 0. Pouºijeme substituci u = xy, v = y2

x , (u, v) ∈
(0, 3)× (2, 4) =: U . Platí

uv = y3,
u2

v
= x3

Pro ϕ(x, y) = (xy, y
2

x ) tedy existuje ϕ−1 na U a platí

ϕ−1(u, v) =

(
(uv)

1
3 ,

(
u2

v

) 1
3

)
,

ϕ−1(U) = M̃,

Jϕ−1 =

 2
3

(
1
uv

) 1
3 − 1

3

(
u2

v4

) 1
3

1
3

(
v
u2

) 1
3 2

3

(
u
v2

) 1
3


a

|det Jϕ−1 | = 1

3v
.

Dále y6 = u2v2 a det Jϕ−1 6= 0 na U . Podle v¥ty o substituci a Fubiniho
v¥ty platí∫
M̃

3y6 =

∫
U

3u2v2· 1
3v

=

∫ 3

0

∫ 4

2

u2v dv du =

[
u3

3

]3
0

·
[
u2

2

]4
2

= 9·(8−2) = 54.
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4. Spo£t¥te k°ivkový integrál 2. druhu∫
〈γ〉

(
−ye

y
x

x2
+ x+ y

)
dx+

(
e

y
x

x
+ x+ ey

)
dy,

kde γ(t) = (cos t+ 2, sin t+ 2), t ∈ [0, π] (9 bod·).

�e²ení:

Pro

F (x, y) =

(
−ye

y
x

x2
+ x+ y,

e
y
x

x
+ x+ ey

)
snadno ov¥°íme

∂F1

∂y
=
∂F2

∂x

a integrací (nebo odhadem) zjistíme F = ∇f pro

f(x, y) =
x2

2
+ xy + e

y
x + ey.

Platí tedy∫
〈γ〉

(
−ye

y
x

x2
+ x+ y

)
dx+

(
e

y
x

x
+ x+ ey

)
dy = f ◦ γ(π)− f ◦ γ(0)

= f(1, 2)− f(3, 2)

=

(
1

2
+ 2 + e2 + e2

)
−
(
9

2
+ 6 + e

3
2 + e2

)
= −8 + e2 − e 2

3 .
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